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Numero y forma son los conceptos basicos sobre los que se asien-
tan las ramas mas antiguas de las Matematicas: la aritmética y la
geometria. El desarrollo de los acontecimientos histéricos hizo
que los procedimientos propios de la aritmética diesen lugar a la
creacion de un lenguaje con simbolos y de una rama de las Ma-
tematicas que llamamos algebra.

El algebra, que fue cultivada y enriquecida desde tiempos anti-
guos (babilonios, egipcios y griegos), alcanzé una de sus cimas en
el siglo xix. Una de sus numerosas ramas, denominada algebra li-
neal, ofrece instrumentos de aplicacion muy diversos.

Entre las herramientas del dlgebra lineal se encuentran las matri-
ces. Este concepto fue introducido, hacia 1850, por el matemati-
co inglés James Joseph Sylvester (1814-1897) y su teoria desarro-
llada por Arthur Cayley (1821-1895) y William Rowan Hamilton
(1805-1865).

En la vida diaria nos encontramos con matrices en todas aquellas si-
tuaciones en las que aparecen gran cantidad de datos como en los
paneles de horarios de aviones, horarios de trenes, autobuses, coti-
zaciones de la bolsa, cambio de divisas, etc. Esto es debido a que la
notaciéon matricial nos permite una mejor visualizacion de los datos.

Las matrices se utilizan en diversos ambitos del saber: Comercio,
Economia, Sociologia, Informatica, Fisica, Geografia, etc.

cuestiones iniciales

1. Expresa en notacion matricial y resuelve por el método de Gauss los sis-
temas de ecuaciones siguientes:
X-3y+4z=9
b) <3x+5y—-z=17

{2x+3y=28
—-2X+6y+z=18

3x -2y =3

. Sise cumple que PQ=P y QP=Q, prueba que P?>=P.

. El grafo siguiente nos muestra las relaciones que se establecen en un
grupo de ocho personas. Construye una tabla que indique las relacio-
nes anteriores, indicando con 1 la existencia de relacion entre dos per-
sonas y con 0 la no existencia de relacion.
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1. Matrices

»| El concepto de matriz como cuadro o tabla de nimeros es una de las herra-
Cuadrados magicos mientas con mayor nimero de aplicaciones. Asf, encontramos matrices en So-
ciologfa (matriz asociada a un grifico), en Economia (matriz de input-output,
A 0 o) matriz de un juego), Demograffa (matriz de evolucién de la poblacion) y en

=7 7/ /% otros ambitos.

La idea intuitiva de matriz de nimeros no presenta dificultad: una matriz es un
) ( cuadro o tabla de nimeros ordenados.

* Se llama matriz de dimensién m X n a un conjunto de nimeros reales dis-
puestos en m filas y n columnas de la siguiente forma:

Una disposicion de nimeros en un

cuadro que, al ser sumados en filas, a;; G, Gz ... 4,
columnas y diagonales, dan el mismo
resultado se llama cuadrado magico
(matriz magica). El primer cuadrado A=|as a5 a3 ... a4y,
magico del que se tiene conocimien-

to es el que figura arriba.

Ayp Gy Ay ... Ay

e e cee ees

Grandes mateméticos como Euler A Ay Q3 ove Gy
(1707-1783) y Cayley (1821-1895)
dedicaron parte de su tiempo a estu- La matriz A se puede designar también como:

diarlos.

B (i=1,2,.m
A=(aq) donde: {j=1,2, -

* Un elemento genérico de la matriz se designa por a;, donde el subindice
i representa el nimero de fila que ocupa el elemento y el subindice j el
ntmero de columna.

Conjuntos de matrices

¢ El conjunto de matrices de dimensién m X n se denota por:
M

¢ El conjunto de matrices de dimensién n X n, también llamadas de orden n,
se denota por:

mxXn

M

n

Las matrices de este conjunto se llaman matrices cuadradas y en ellas defi-
nimos:

— la diagonal principal formada por los elementos a,;

— la diagonal secundaria formada por los elementos de la forma a; que
cumpleni+j=n+ 1.

T Cuadrado magico de constante
798 y en el cual todos sus elementos
son numeros primos acabados en 7. Diagonal principal Diagonal secundaria
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2. Tipos de matrices
2.1. Matrices rectangulares
® Matriz rectangular es aquella que tiene distinto ndmero de filas que de co- [

lumnas (m # n).

A=(1 2 3

0 4 5
Matriz fila es toda matriz rectangular con una sola fila, de dimensién 1 X n.

B=(0 1 -1 2) ¢« matrizfilal x4

) < matriz rectangular 2 X 3

Matriz columna es toda matriz rectangular con una sola columna, de dimen-
sionm x 1. 1
C= (4 ) < matriz columna 2 X 1

Matriz nula es una matriz con todos sus elementos nulos. Se denota
por O.

0 0
0=|0 0| ¢« matriznula3x?2
0 0

2.2. Matrices cuadradas

e Matriz cuadrada de orden n es aquella que tiene igual nimero de filas que de
columnas (m = n).
- ( 12

3 4

e Matriz triangular es aquella que tiene nulos todos los términos situados por
debajo (triangular superior) o por encima (triangular inferior) de la diagonal
principal.

) « matriz cuadrada de orden 2

2 0 5

D= 6| <« matriz triangular superior de orden 3
-3

1 100 0O
E = i :; U 8 < matriz triangular inferior de orden 4
O

7 8 9 10

e Matriz diagonal es toda matriz cuadrada en la que todos los elementos no
situados en la diagonal principal son ceros.

00
F = M < matriz diagonal de orden 3
0 0

e Matriz escalar es toda matriz diagonal en la que todos los términos de la dia-
gonal principal son iguales.

G= (g O) <« matriz escalar de orden 2

® Matriz unidad es la matriz escalar cuyos elementos de la diagonal principal
son todos unos. Se designa por I.

0 0
I = M) « matriz unidad de orden 3
0 0

Arthur Cayley (1821-1895)

Matematico britanico, profesor de la
Universidad de Cambridge. Fue el
creador de la teoria de matrices tal
como se conoce en la actualidad.

14

James J. Sylvester (1814-1897)

Matemaético britanico, amigo de Ar-
thur Cayley. Ambos pusieron los ci-
mientos de la llamada algebra lineal.
Fue profesor de la Universidad de
Oxford.
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l

Propiedades de la suma

1. Asociativa
A+B+C)=(A+B)+C

2. Elemento neutro

La matriz nula, 0, de la dimension
correspondiente es el elemento
neutro para la suma, ya que:

A+0=A
3. Elemento opuesto

Para la matriz A existe otra ma-
triz que denotamos por —A y que
[lamamos matriz opuesta de A,
que cumple:

A+(-A)=0
4. Conmutativa
A+B=B+A

l

Propiedades del producto
por un numero

1.k-(A+B)=k-A+k-B
2. k+t)-A=k-A+t-A
3. k-(t-A)=(kt)-A

4. 1-A=A

3. Operaciones con matrices

3.1. Igualdad de matrices

De igual forma que en cursos anteriores se hizo en conceptos como polino-
mios, sucesién, funcion, etc., al definir la igualdad entre estos objetos mate-
maticos, establecemos la igualdad de matrices.

* Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y si los elementos
que ocupan el mismo lugar en ambas, son iguales.

3.2. Suma de matrices

* Para dos matrices A = (a;) y B =(b;) de la misma dimensién m xn,
la sumade A y B eslamatriz de la misma dimensién m xn dada por:

A+B-= (ai}.) + (bij) = (ai}- + b,)

1
Es decir, la suma de A + B se obtiene sumando los elementos que ocu-
pan el mismo lugar en ambas matrices.

A + B — (all alz al}) + (bll b]z bl}) _ <a11 + bll alz + blZ a13 + b13

Ay Ay Ay by by, by ay + by ay +by ay + by

La suma de matrices est4, en definitiva, intimamente ligada a la suma de ndme-
ros reales y, por tanto, todas las propiedades de la suma de nimeros reales dan
lugar a propiedades de la suma de matrices. Estas pueden verse en el margen.

3.3. Producto por un numero (escalar)

* Para un ndmero real k y una matriz A = (a;) de dimensién m xn, el pro-
ducto de un nimero real por una matriz es la matriz de la misma di-
mensiéon m X n dada por:

k-A=k-(ay)=(k-a;
Es decir, el producto k - A se obtiene multiplicando el nimero real por
cada uno de los elementos de la matriz.

El nimero real k que multiplica a la matriz se denomina escalar. Esta opera-
cién siempre tiene sentido, es decir, puede efectuarse para matrices de cual-
quier dimension.

Para un nimero real k y una matriz A, el producto kA se realiza asf:
Ay Ay kay kaj,
kA =k | ay ay | =| kay kay
a3 a3 kas, kas,

Las principales propiedades que posee el producto de un niimero por una ma-
triz pueden verse en el margen.
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ACTIVIDADES

1. Dadas las matrices A = 12 , B= 03 ,yC= -1 3 , calcula:
-2 3 12 0 -2

a)A+B-C ) A28 3c
oare-ce (I (02)-()
—2 3 12 0_2 _,l 7
b)A—zB+3C=(1 2)_(06>+(—3 9>=<—2 5)
—2 3 24 0_6 _4_7

2. Halla una matriz A = (a;;) de orden o dimensién 3 x 2 y cuyos elementos verifiquen: a; = (-1)"*/ - (2i - 3j).

La matriz A seré:

ay a,\ [=D-2-3) V-2-6)\ [-1 4
A=la, a, =V (4-3) )"-(@4-6)|=(-1-2
a, a,) \1"-(6-3) (-1°-(6-6) 30

3. Halla la matriz A que satisface la igualdad:
3 156\ (104 LA
284 -2 73

a, a, a
Sealamatriz A= " " "7, sustituyendo en la expresién del enunciado y operando, obtenemos:
a21 aZZ a23
3 1518\ 1+a, a, 4+a,
6 2412 -2+a, 7+a, 3+a,

) . . . 2 1514
Igualando ambas matrices y resolviendo el sistema, se tiene que A = s 17 ol

4. Determina las matrices X e Y si se cumple:

INLY = 512 7 y 3X+2Y = 1125 0
4 27 20 10 35

Llamamos A = > 127 y B= 11250 . El sistema de ecuaciones matricial queda:
4 27 2010 35

2X+Y=A
3X+2Y =8
Resolviendo el sistema por reduccién, obtenemos como expresiones para X e Y las siguientes:
X=2A-B e Y=-3A+2B

Sustituyendo A 'y B, las matrices buscadas son:
X=25 12 7 3 1125 0 _ -1 -1 14
4 2 7 20 10 35 -12 -6 =21

512 7 1125 0 7 14 =21
Y=-3 +2 =
4 27 2010 35 28 14 49
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Forma practica de multiplicar
matrices

Para multiplicar dos matrices:

e Tomamos la primera fila de la pri-
mera matriz y la multiplicamos por
todas las columnas de la segunda,
obteniendo asi la primera fila de la
matriz producto.

=i

e Tomamos la segunda fila de la pri-
mera matriz y la multiplicamos por
todas las columnas de la segunda,
obteniendo asf la segunda fila de la
matriz producto.

-

e Y asi sucesivamente con el resto de
las filas de la primera matriz.

oHN ¢

oNe¢

4. Producto de matrices

Definiremos una operacién entre matrices que no es tan natural como las que
se han visto en las pdginas anteriores. Esta operacién, que llamaremos pro-
ducto de matrices, no siempre puede realizarse, y en los casos en que si tenga
sentido, no cumplird una propiedad tan usual como la conmutatividad.

Al carecer esta operacion de la propiedad conmutativa se hace necesario pre-
cisar el orden de multiplicacién de las matrices. Para poder multiplicar dos
matrices va a ser necesario que el nimero de columnas de la primera matriz
coincida con el nidmero de filas de la segunda matriz.

* El producto de dos matrices, A = (a;) de dimensién m X ny B = (b;,) de
dimensién n X p, es la matriz A - B de dimensién m X p dada por:

A

mxn Bn><p = mep o blen (aij) : (b]k) = (Cik) con:

L L
n
¢ = X0, by
=1
Es decir, cada elemento c;, se obtiene multiplicando ordenadamente los

elementos de la fila i-ésima de la primera matriz por los elementos de la
columna k-ésima de la segunda matriz y sumando los resultados.

Ejemplos de productos de matrices:

123\ [ 1\ [11+2:0+3-(-1)\ [-2
ol456|| 0|={4-1+50+6-(-1)|=| -2
789/ \-1] \7-148-0+9-(-1) \=2

1 0
L(123 . |- 11427433 1.042-2+3-(-4)\ (24 -8
456 - "\ 4.14+5.746-3 4.0+45-2+6-(—4)) \57 14

@»  GxD @2
Propiedades del producto de matrices cuadradas

* El producto de matrices cuadradas es asociativo:

A-(B-C)=(A-B)-C

Asi por ejemplo:

GG GGG

LG - ()G

| S —

3 - 63
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* El producto de matrices cuadradas de orden n posee como elemento neu-
tro la matriz unidad o identidad de orden n, I, ya que:

Al=1-A=A
* El producto de matrices cuadradas es distributivo respecto de la suma de
matrices:
A-B+C)=A-B+A-C
Asi por ejemplo:

BaHG-(5 )

12 10 N 12 0 -1
34) \31 34 2 2
12 1 -1 7 2 43
34 5 1 15 4 85
%/—/
11 5 11 5
23 9 23 9
* El producto de matrices cuadradas es, en general, no conmutativo:

A-B#B-A

En el caso en el que existan dos matrices A y B que cumplan que AB = BA,
se dice que A y B conmutan.

G2 Ge)Ca)Ge)
() « (5 3)

ACTIVIDADES

5. Calcula A2 - B?y (A — B)? dadas las matrices A={0 1 1|y B=(-11 0].

Operando obtenemos:

N O N N O N

>
|
[ov}
I
N O —
— o N
L .o
S —~
|
OLO

01 2 -15 2
110|=(-10 -2
021 -2 4 1
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12 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 1112

159
2 610
371
4 8 12

A =

M|

William R. Hamilton (1805-1865)

Matematico, fisico y astrénomo ir-
landés, considerado el creador del &l-
gebra moderna. Fue el fundador de
una escuela britanica de grandes al-
gebristas.

5. Trasposicion de matrices.
Matriz simétrica y antisimétrica

* Se llama matriz traspuesta de una matriz A de dimensién m X n a la ma-
triz que se obtiene al cambiar en A las filas por columnas o las columnas
por filas. Se representa por A’y su dimensién es n X m. Si la matriz es cua-
drada su traspuesta tiene el mismo orden.

Las principales propiedades de la trasposicién de matrices son:
o (A=A

e (A+B)X=A"+B

o (k-A)y=k-A" con ke R

(A-B)=Bt A

La trasposicién de matrices nos permite definir dos nuevos tipos de matrices:
matrices simétricas y matrices antisimétricas.

La matriz simétrica se puede definir de dos formas:

* Se llama matriz simétrica a toda matriz cuadrada A que coincide con su
traspuesta:

A=A

* Se llama matriz simétrica a toda matriz cuadrada que tiene iguales los ele-
mentos simétricos respecto a la diagonal principal.

Las matrices simétricas son de la forma:
Xy
A =
R4

La matriz antisimétrica (hemisimétrica) se puede definir de dos formas:

¢ Se llama matriz antisimétrica (o hemisimétrica) a toda matriz cuadrada
A que coincide con la opuesta de su traspuesta:

A=A

* Se llama matriz antisimétrica a toda matriz cuadrada que tiene opuestos
los elementos simétricos respecto a la diagonal principal y nulos los ele-
mentos de esta.

Las matrices antisimétricas son de la forma:
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ACTIVIDADES

6. Dadas las matrices A = <_1 3) yB=

4 0 -2
5 4 < ) comprueba que (A - B)I=Bt- AL

31 -1

Comprobamos que se cumple (A - B)t = Bt - At
Ago (13 (402 (53~ A —| 3 a
2 4 3 1 -1 20 4 -8
4 3 - 5 20
B A =[0 1 ~<_3 4)
—2 -1 -1-8

Observamos que la igualdad matricial es cierta.

Il
w
IN

7. Comprueba que cualquier matriz cuadrada A puede descomponerse como suma de una matriz simétrica y otra antisi-
123

métrica. Aplicalo a la matriz A=({4 5 6 |.
789

Llamamos S a la matriz simétrica y T a la antisimétrica que cumplan A =S + T.

Trasponiendo la igualdad anterior, obtenemos At=(S+ T)! =S+ T!=S-T.

, , . |S+T=A
Resolviendo el sistema matricial L obtenemos Sy T:
A+A A-A
2 2

S

Para la matriz A del enunciado, la descomposicion A =S + T es:

12 3 135 0 -1-2
456|=(357|+[1 0-1
7 89 579 2 10

8. Encuentra todas las matrices que conmutan con A =< 11 3)

. , ab , .
Las matrices que conmuten con A seran de la forma B = ( d) y deberan cumplir:
c

ABoB A o 12.ab=ab. 12
-10 cd cd -10
Efectuando los productos obtenemos:
a+2c b+2d\ (a-b 2a
-a -b c—d 2

De la igualdad de estas matrices tenemos el siguiente sistema:

at+2c=a-b
b+2d=2a b=-2c
=
—-a=c—-d d=a+c
-b=2c

. -2
} = Las matrices B son de la forma: B = (a ¢ )
C a+c
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6. Matriz inversa
l

® La matriz inversa de una matriz cuadrada A de orden n es la matriz A™!
de orden n que verifica:

Karl F. Gauss (1777-1855)

A-Al=AT1-A=1

e Las matrices que tienen inversa se llaman matrices regulares y las que no
tienen inversa matrices singulares.

6.1. Calculo de la matriz inversa

Para calcular la matriz inversa de una matriz regular podemos utilizar dos pro-
cedimientos:

¢ Mediante la definicién. Por ejemplo, para hallar la matriz inversa de la

matriz A = (3 . > utilizamos la definicién y obtenemos:

. . 12\ (ab 10
Gauss dio un fuerte impulso a la re- AAT=]s =

solucion de sistemas de ecuaciones 37/ \cd 01
con el método que lleva su nombre.

Operando:
a+2c=1 a=17
a+2c b+2d>_(10 <:3a+7c=0 b=-2
3a+7c 3b+7d) \01 b+2d=0 c=-3
3b+7d=1 d=1
| Luego la matriz inversa es:
Camille Jordan (1838-1922)
57
] A71 =
-3 1

e Método de Gauss-Jordan

La inversa de una matriz regular A se calcula transformando la matriz (A 1),
mediante operaciones elementales por filas, en la matriz (I1 A™):

( Al 1) operaciones elementales ( 11 A1 )

por filas

6.2. Operaciones elementales por filas

Las operaciones elementales por filas en una matriz nos permiten, entre otras
cosas, calcular matrices inversas y estudiar rangos de matrices.

* Se denominan operaciones elementales por filas en una matriz a las si-
guientes:

Este matematico francés trabajo so-
bre ecuaciones algebraicas, fue un
gran defensor de las teorfas de Galois * Intercambiar las filas i y j, que designaremos por F; <> F..
y publicd un Tratado sobre las susti-
tuciones y las ecuaciones algebraicas.

® Multiplicar la fila i por el nimero k # O y sustituirla por el resultado;
lo designamos por F, — kF..

e Sumar las filas i y j, multiplicadas por sendos niimeros, y llevar el re-
sultado a la fila i 0 j. Lo designamos por F; — kF, + tF,.
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ACTIVIDADES

9. Calcula las matrices inversas de:

12 100
Az( > B=|-12 3
37

e Utilizamos el método de Gauss-Jordan:

(Al —= (1A

(1 21 o) P (1 21 o) N (1 0 7—2)
27T PR i BN
3 7(0 1 0 1]-31 0 1[-3 1

. 7 =2
Por lo que, finalmente, queda: A™ =< 3 1)

e Utilizando el mismo procedimiento calculamos B~

100|100 100[/100 10 0/1 0 O
12 3|0 1 0|-L=%s10 2 3|1 105225510 2 3|1 1 0)-b52hs
012|001 012001 00 =11 1 =2
100]100 1 00]1 00 1 100|100
F,—=F,
b slo 2 3]1 10| 2225500 2 014 4-6]—25|0 1 0|2 2-3
00 1]-1-12 00 1]-1-12 00 1|-1-12
100
Por lo que, finalmente, queda: B7' = 2 2 -3
-1-1 2

Facilmente podemos comprobar que B - B'=B"-B=1.

10. Dadas la matrices:
001
B=|-12 3 c=|010
100

resuelve la siguiente ecuacion matricial despejando en primer lugar la matriz X:

BX+3C=C(B+3l)

Operando en la ecuacién obtenemos:

BX = CB + 3CI - 3C = BX = CB miggﬁgﬁj;“;’;rpgﬂa — B BX=B"CB=X=B"CB

Y operando las matrices obtenemos:

10 0 0 0 1 100 0 0 1 100 0 1 2
X=l2 2-3(l010(|-12 3|=(-32 2|(-12 3|=|-5 610
-1-1 2 100 01 2 2 -1 -1 01 2 3 -3-5
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T Curvas de Lissajous. Matriz cua-
drada de orden 5 cuyos elementos
son curvas de Lissajous o las trayecto-
rias producidas por diferentes combi-
naciones armoénicas de la cuerda de
un piano.

ACTIVIDADES

11. Calcula el rango de la matriz A=

7. Rango de una matriz

Sea la matriz:

12 3
A=|-11
03 3
Sus filas F,, F, y F; verifican:
F,=(1 2 3) F,=(-110) F;=(0 3 3)
Fy=F +F

Es decir, F, y F, son independientes y F; depende de F, y F,.

* En una matriz, una fila F; no nula depende linealmente de las filas F;,
F,, ..., F, si se verifica:

Fo=x Fi+xF+..+xF conx,x,..,x,eR

* En una matriz, una fila F, no nula es linealmente independiente de las fi-
las F;, F, ..., F, si no se puede escribir en la forma anterior.

Un concepto importante asociado a una matriz es su rango o caracteristica,
que estd relacionado con el ntimero de filas o columnas linealmente inde-
pendientes.

¢ El rango o caracteristica de una matriz es el nimero de filas o de colum-
nas no nulas y linealmente independientes que tiene esa matriz.

Para calcular el rango de una matriz utilizamos las operaciones elementales
por filas, ya que dejan invariante el rango de la matriz resultante. Las filas que
dependen de otras se reducen a filas nulas mediante estas transformaciones.

De forma similar existen operaciones elementales por columnas que también
dejan invariante el rango de la matriz.

110
2 1 -1
-1 1 -2

Transformamos la matriz A con operaciones elementales por filas en una matriz triangular, y obtenemos:

10 110 110
1 -1 4%%%» 0 -1 1|52 ,00 -1 1
1 -2 0 2-2 0 00

El rango de A es 2, ya que han quedado dos filas no nulas tras el proceso de triangulacion.

Facilmente podemos comprobar que F; depende linealmente de F, y de F,, puesto que:

Fs = 3F, - 2F,




Matrices

19

ACTIVIDADES

12. Calcula el rango de las siguientes matrices:

13.

14.

12

5 3 12 3 4
A=_24 B=(2 4 6 9
-3-6-9 1

4 1

¢ El rango de la matriz A valdra 2 como méaximo puesto que, aunque tiene 4 filas, solo cuenta con 2 columnas. Transformamos
la matriz A con operaciones elementales por filas y obtenemos:

12 1 2 1 2
_2 3 _ 7 —F,+ 0 7
for2 0 ETALEN =rangoA =2
24| 57 o o 00
41 0 -7 00

e El rango de la matriz B valdrad 3 como méaximo aunque tenga 4 columnas, ya que solo tiene 3 filas. Transformamos la matriz B
con operaciones elementales por filas y obtenemos:

12 3 4 123 4 123 4
2 46 9|5 |000 1|L=25({0 0 0 1 |=rangoB=2
-3-6-9 1 00013 0000

Demuestra en la matriz B de la actividad anterior que la tercera fila depende linealmente de las filas primera y segunda.

Veamos que podemos escribir:
Fs = xF, + yF,
-3-6-9 N)=x(1 2 3 4Hh+y2 4 6 9

Operando obtenemos:

X+2y=-3
2x+4y =-6 x=-29
=
3x+6y=-9 y=13
4x +9y =1
con lo cual:
F;=-29F, + 13F,
1 -2 1
Calcula el rango, segun los valores de k, de la matriz A=|1 1 3
5 -1k
Transformamos la matriz A en una matriz triangular:
1 -2 1 1T =2 1 1 -2 1
113 ﬁ:fg_;i' 0 3 2 |-EE3, 0 32
5 -1k 0 9 k-5 0 0 k-11

Se observa en la matriz triangular que:
e Sik=11, el rango de la matriz A es 2.

e Sik# 11, el rango de la matriz A es 3.
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Unidad 1

ACTIVIDADES

8. Las matrices en la vida real

En muchas situaciones de la vida real se nos presentan gran cantidad de datos.
Para cuantificar la informacién y operar con ella resulta muy util el uso de las
matrices y sus operaciones.

A continuacién podemos ver algunos ejemplos practicos que muestran la uti-
lidad de las matrices en la vida real.

15. Dos tiendas de una misma cadena poseen el siguiente stock de pantalones vaqueros:

Talla— Gy @ @ @ @® @

Euma— | 7
eom—
Zorro—

Lobo)—

Marcas

o w N

Ambas tiendas se fusionan:

3

N B~ N

a) ¢Cudl es el stock disponible?

TIENDA A
5 3
3 1
6 2
4 0

2

2
3

1
0

N =

1

w O N

3
1
1

b) La ganancia en cada marca en latalla44 esde 7,6, 9y 4 euros res-
pectivamente. Si se venden todas las existencias relativas a esta ta-
lla, ¢ qué ganancias se obtienen?

¢) Silas ganancias de cualquier talla son como las de la talla 44, ;cudl

es la matriz que da las ganancias por talla?

a) La suma de ambas matrices, A + B, nos da el stock disponible en la fu-

sion de las tiendas:

A+B=

o w NN

N BN W

NN I CVARNG |

O N = W

- W NN

N O —

w O N —

N = —= W

N BN O
w A~ N

- o N W
O = =

TIENDA B

6

G @ @ @ @ @ <« Tl
3
2

NN

w w b~ w

- &

@
[¢]
o/
3
Marcas

8
2
4
3

6 11115 2
3 5341
510 6 4 2
4 6 32 2

b) Las ganancias que se obtienen en la venta de todos los vaqueros de la talla 44 son:

(7 6 9 4)

1

=161 euros

3

¢) La primera matriz nos da las ganancias por talla y la segunda por marca:

(7 6 9 4)

w w b~ w

6 11115
3 534
510 6 4
4 6 32

2
1
2
2

84

121

221

161 103 46 )
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ACTIVIDADES

16. En una academia de idiomas se imparte inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades distintas: grupos normales

17.

y grupos reducidos. La matriz A expresa el nUmero de personas por grupo, donde la primera columna corresponde
a los cursos de inglés, la segunda a los de aleman, y las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto, respec-
tivamente:

130 160

120 80
210 130
100 60

Las columnas de la matriz B reflejan el porcentaje de estudiantes (comun para ambos idiomas) que siguen curso re-
ducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los niveles:
0,2 0,25 0,4 0,75
0,8 0,75 0,6 0,25

a) Obtén la matriz que proporciona el numero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 20 € por persona en grupos reducidos y 15 € por persona en grupo normal, halla
la cantidad en cada uno de los idiomas.

a) La matriz que nos da el numero de estudiantes por modalidad e idioma es:

130 160
i
ﬂ(o,z 025 04 o,75>. 120 80 (215 149)e®

B-A=
N(norma! -

210 130

T T T T o
DHG G ™ol do

b) La cantidad que ingresa la academia por cada uno de estos idiomas viene dada por:

(20 15)- (215 149) = (9475 7195)

®

<M

0,8 0,75 0,6 0,25 345 281

El grafico adjunto representa los caminos que comunican diversas lo-
calidades, con sus respectivas distancias. Encuentra la matriz de las
distancias mas cortas.

La matriz de las distancias es de orden 5y es la siguiente:

®— 0 120 50+70+55 50+70 50 0 120 175 120 50 | «(®»
®— 120 0 50 + 60 60 128 120 0 115 60 128
(O— | 50+70+55 60+55 0 55 70455 |=[175 115 0 55 125 | «(O
®— | 50+70 60 55 0 70 120 60 55 0 70 | <D
®— 50 128 55+ 70 70 0 128 125 70 0| <&

T S S T S A
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

Ciudad futurista

El siguiente dibujo representa el plano bidimensional de un barrio perteneciente a
una gran ciudad del futuro. Una persona se encuentra en X y desea llegar hasta Y.
¢Cuantos caminos de longitud minima puede seguir?

DR ED
O D] e
DD D e
O D D

X

FAMILIARIZACION CON EL PROBLEMA

Necesitamos leer varias veces el problema para entender lo que en él se pide. El término
0 expresion camino de longitud minima no nos resulta facil de comprender a primera vis-
ta, por lo que pintamos en el dibujo varias trayectorias posibles. Observando las trayecto-
rias trazadas, nos damos cuenta de lo que significa camino de longitud minima: es cual-
quier camino que va desde X hasta Y y en el cual sélo se permiten dos movimientos,
avanzar una longitud a la derecha o avanzar hacia arriba una longitud.

BUSQUEDA DE ESTRATEGIAS

Para operativizar este problema, necesitamos buscar una notacién adecuada. Denotamos
por D el avance de una longitud hacia la derecha y por A el avance de una longitud ha-
cia arriba. Utilizando esta notacién, las trayectorias trazadas en el dibujo se escribirian asf:

ADADDADDA DDADDAAAD

Esta notacién nos permite ver que todos los caminos de longitud minima contienen cinco
D y cuatro A. Nuestro problema se reduce a encontrar todas las secuencias de nueve le-
tras que contengan cinco D y cuatro A.

LLEVAR ADELANTE LA ESTRATEGIA

Cada secuencia o camino de longitud minima es una permutacién con repeticién de nue-
ve elementos en la cual uno se repite cinco veces y el otro cuatro veces. Por esto, el nu-
mero de caminos de longitud minima que van desde X hasta Y es:

9!
51 - 41

=126

54 _
PR =

REVISAR EL PROCESO Y SACAR CONSECUENCIAS DE EL

Al revisar el problema, se nos ocurre que podemos calcular el nimero de caminos de lon-
gitud minima que llegan a cada cruce. También se nos ocurre la pregunta siguiente: ;ten-
dran alguna relacion o relaciones entre si estos nimeros representativos de cada cruce?
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Protocolo de un problema

Un problema es una situacion que plantea una meta a la que hay
que llegar. Al intentar resolverlo, hay que tomar una serie de de-
cisiones, ya que de entrada no existe una receta o procedimiento
que nos lleve a su solucién.

La expresion escrita de las decisiones que va tomando quien re-
suelve o intenta resolver el problema, asi como de los estados
de animo por los que este va pasando, es lo que constituye el
protocolo de resolucion del problema.

El hecho de sentarnos con calma, papel y un boligrafo ante un
problema e ir escribiendo el protocolo de resoluciéon del mismo
es esencial, pues ello nos ayudara a:

e Superar el miedo a empezar.
e Tener presente las ideas que nos van surgiendo.

e Perseverar en la resolucién del mismo, no quedandonos atas-
cados sin saber qué hacer, ya que el escribir obliga a estar ac-
tivos y concentrados.

e Facilitar la revision del proceso seguido al tener éste escrito.
La solucién del problema planteado en la pagina anterior con-

sistiria en afirmar que el nimero de caminos de longitud mini-
ma que nos conducen desde el punto X al punto Y es 126.

Observamos que, si presentamos la solucion de forma escueta,
nos privamos de la riqueza de pensamiento que utiliza el que lo
resuelve, asi como de la posibilidad de plantearnos cuestiones al
revisar el proceso que describe el protocolo.

T El pensador, de A. Rodin.

BIBLIOGRAFIA SOBRE RESOLUCION DE PROBLEMAS

e CALLEJO, M. L. (1994). Un club matematico para la diversidad. Narcea. Madrid.
e CERO, Grupo (1984). De 12 a 16. Un proyecto de curriculum de Matematicas. Edicion propia. Valencia.
o FERNANDEZ, S.; ALAYO, F; BASARRATE, A.; FOUZ, F (1991). Revista Sigma n° 10. Servicio Central de Publicaciones del Gobierno

Vasco. Bilbao.
GARDNER, M. Varios titulos. Labor y Alianza.

GUZMAN, M. de (1991). Para pensar mejor. Labor. Barcelona.
MASON, J.; BURTON, L. STACEY, K. (1988). Pensar matematicamente. Labor-MEC. Barcelona.
WOOD, L. E. (1987). Estrategias de pensamiento. Labor. Barcelona.

ACTIVIDADES

M Con el fin de que te acostumbres a escribir los protocolos de resolucion de los problemas, escribe los protocolos de los si-

guientes problemas:

1. Las edades de la familia. Una madre de familia, que ronda la cuarentena, observa que, si escribe tres veces seqguidas su edad,
obtiene un nimero que es igual al producto de su edad multiplicada por la de su marido y las edades de sus cuatro hijos.

i Qué edad tiene cada uno de los miembros de la familia?

2. Dos numeros. Encuentra dos nimeros tales que su suma, su producto y su cociente sean iguales.

23
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Derive es facil de manejar. En la parte
inferior del &rea de trabajo se encuen-
tra una barra con una serie de herra-
mientas y el editor de expresiones que
utilizaremos para escribir y editar cada
una de las expresiones matematicas
con las que trabajemos.

x
Dimensiones

FiIas:.IE 3:

Columnas; Iﬂ

Cancelar |

PRACTICA con Derive la resoluciéon
de las actividades numeros 3, 13y 25.

Unidad 1

NUEVAS TECNOLOGIAS

Matrices con Derive

Derive es un programa informatico que permite realizar todo tipo de problemas de al-
gebra lineal como los célculos y operaciones con matrices (y determinantes, que estu-
diaremos en la siguiente unidad).

INTRODUCCION DE UNA MATRIZ

Para definir una matriz hemos de seguir los siguientes pasos:

1. Elegimos Introducir>Matriz en el menu, o pulsamos el botén [, y aparece una
ventana donde introducimos el nimero de filas y de columnas de la matriz que que-
remos escribir.

2. Tras pulsar en «Si» aparece otra ventana donde introducimos los valores de la ma-
triz. Una vez escritos, pulsamos «Si» y la matriz aparece en el area de trabajo. Si
queremos corregirla la llevamos al editor seleccionandola y pulsando la tecla .

x|
1 2 3
1 [2 [
2 [[15 |23 o

Si I Simplificar | Cancelar |

OPERACIONES CON MATRICES

Derive permite operar con matrices y calcular la matriz traspuesta o la matriz inversa.
Para ello:

1. Introducimos la matriz o las matrices que queremos operar y las pasamos al editor
(pulsando | F3 )) para afiadir la operacion que deseemos realizar.

JJ v=y® xx [ 211,30 2,1, 11+[2, 1; & 1; 1, 1]

2. Pulsando | INTRO | aparece la operacion en el drea de trabajo y mediante el signo
igual, =, obtenemos la matriz solucién.

En la siguiente tabla vemos las operaciones con matrices que permite realizar Derive:

OPERACIONES SiMBOLOS

Suma de matrices [A]+[B]
Producto de un ndmero real por una matriz t*[A]
Producto de matrices [A]*[B]
Potencia enésima [A]~An
Matriz inversa [A]N-1
Matriz traspuesta [A]
Determinante de una matriz DET([A])
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EN RESUMEN [

—)| RECTANGULARES |
— | TRIANGULARES
—> | DIAGONALES

—>| CUADRADAS —

SON CUADROS
O TABLAS DE NUMEROS

SUMA
Anxn = (aij) %
algunos —_
~ oo (@) + (b)) = (@; + by
PRODUCTO POR UN NUMERO
definicion k(a,-,-) = (ka,-,-)

' PRODUCTO
operaciones =———
E (@) - (bi) = (i)
Cy = z;aij bjk
j= ,
se realizan SIMETRICAS
en ellas Al=A
N TRANSPOSICION
> = clases
(aij)t = (aj') ,
N/ ANTISIMETRICAS
OPERACIONES ELEMENTALES i,
FOR FILAS (COLUMNAS)
aplicaciones \L \L
CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA CALCULO DEL RANGO
(METODO DE GAUSS-JORDAN) DE UNA MATRIZ

Los diez magnificos (Maeva Ediciones) de Anna Cesaroli tiene por subtitulo Un nifo
en el mundo de las Matematicas y sus dos protagonistas, un nifio (Filippo) y su abue-
lo, nos invitan a realizar un viaje a través de algunos conceptos matematicos.

En el libro aparecen los nimeros naturales, el dbaco, las cifras, la division, los co-
nejos de Fibonacci, el alfabeto Morse, los nimeros negativos, la proporcionalidad
geométrica, el teorema de Pitagoras, el nUmero de oro, y asi hasta concluir con uno
de los conceptos mas de moda actualmente: los objetos fractales.
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Unidad 1

PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD RESUELTAS

B Una matriz A se llama antisimétrica cuando su traspuesta es igual a su opuesta. Obtén la forma general de una
matriz A de orden 2 que sea antisimétrica. Calcula A2, A*y A3,

. ab . . . .
Para una matriz de orden 2, A = ( d ) la igualdad A'=-A permite obtener o relacionar los elementos a, b, ¢, d. La anterior
c

igualdad nos permite concluir:

a=0

Ar=—A<:»aC= a b(:» &4d =0
b d —c —d b=—c

c=-b
d=-d

. - ) 0
Por tanto, todas las matrices antisimétricas de orden 2 son de la forma A = ( b g) .

Calculamos las potencias de A indicadas y obtenemos:

2
Noaac(O PY (0 B\_(-0 0\ __(10\_ .,
-b0) \-b 0 0 -b’ 01

At = A2 A = (D)) - (=b°l) = b*l - | = b*l
A% = p¥7 = p%l, A = b = b, ..., A¥ = bZ/

Por tanto, A = A? - A = b/ - A = b?A =b32< v b> :b33< 0 1),
b 0 -1 0

W Tres familias van a una heladeria. La primera pide dos helados grandes, uno mediano y uno pequefo; la segunda
pide uno grande, dos medianos y dos pequerios y la tercera familia pide dos grandes y tres pequenos.

a) Expresa esta informacién mediante una matriz 3 x 3.

b) Si la primera familia paga 4,75 euros, la segunda 5 euros y la tercera 5,25 euros, calcula el precio de un helado
grande, el de uno mediano y el de uno pequefio.

a) La siguiente matriz muestra la informaciéon del problema, en las filas el nimero de helados de cada familia y en las co-
lumnas el tipo de helados:

2 1 1
1 2 2

bbe

b) Llamando X, y, z al precio de cada helado grande, mediano y pequefo, respectivamente, obtenemos:

393

21 1 X 4,75 2x+y+z=4,75 x =1,5euros
12 2 y| = 5 = X+2y+2z=5; = y=1euro
203 z 5,25 2x +3z=5,25 z =0,75 euros
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0 3 4
M Consideramos la matriz A=| 1 -4 -5|. Se pide:
-1 3 4

a) Demuestra que se verifica la igualdad A3 + /=0, siendo / la matriz unidady O la matriz nula.

b) Calcula razonadamente A'°.

a) Comprobamos que es cierta la igualdad A3 + /= O. Operando:

0 3 4 0 3 4 -10 1 0 3 4 -10 1 -10 0
AP=| 1-4-5 1-4-5|=|1 4 4 A= 1-4-5 14 4|(=10-10
-1 3 4 -1 3 4 -1-3-3 -1 3 4 -1-3-3 0 0-1

Como A3=-/, secumple A*+/=0.
b) Tenemos que A0 =(A33 - A=(-)P-A=—-A=-A.
110
W SeaMlamatriz | 0 1 1 | ellamatrizidentidad de orden 3. Calcula la matriz J tal que M =J + /. Calcula tam-
00 1
bién las matrices J2, J3y J19%,
010
J=M-1=|0 0 1
000
Las sucesivas potencias de J son:

010 10
S=J-J=(0 0 1 0 1
00O 00

o O O
I

0 0 1 0 0 1 0 1
00O P=/2.J=|000 00
000 00O 00
Todas las restantes potencias dan por resultado la matriz nula y por tanto J'9%4 = J19°". J3 = Q.

M Halla la matriz X2 + Y2 si X e Y son dos matrices cuadradas, que verifican:

sx+3v=( 2 ° ax+or=( 7!

-4 15 -2 9
2 0 1 -1 . . [5x+3r=A
Llamamos A = y B= y resolvemos el sistema matricial .
-4 15 -2 9 3X+2Y =8B

Utilizando el método de reduccién obtenemos las soluciones:
X=2A-3B, Y=-3A+5B

Sustituyendo A y B por las correspondientes matrices:

(20000 =2 =0D-G)

Operando para obtener X? + Y2 obtenemos:

o512 v (9 5 2 ayr (1417
-8 3 ~2 -10 ~10 -7



28

Unidad 1

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

m .

H 2

H 0.

. Calcula los productos posibles entre las matrices A =

Calculaa, b, cy d paraquesecumplaZ(a b>=<a 7>+< > a+b>.

cd -2 3d c+d 4
Dadas las matrices A = - ,B= 40 y C= -2 , calcula:
0 3 -1-2 -2 3
a) A+B b) A-B-C ) 3A+5B-6C d) AB-BC e) 2AB + 3AC-5BC

1 -1

. Para las matrices A=(2 3| yB= (4 _51 ;) calcula AB y BA.

0 4 0

12 3 1 1o
11 1],8=(2 yC=<345>.
0 1 -1 1

. Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden n, ;son ciertas, en general, las igualdades siguientes?:

a) (A+B)?=A?+2AB + B? b) (A-B)?=A?-2AB + B? Q) (A+B)A-B)=A?-p?

. Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten, respectivamente, con las matrices siguientes:

ag) o)

. Obtén las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

2X+Y = 122 X+Y = 21
-2 10 b 30

X_3y=[4372 x—y=(%? x+av=[ 1O
-1 0 1 01 -2 4

a)

. 1T -1 2 - .
. Para las matrices A = ( a ) B =< 0 3) y C= (2 1 3), efectla las siguientes operaciones:

0 -3 =1 =2
a) C- At b) At- Bt @) 2:C"-C d)B-A-Ct

. Descompodn en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica las matrices siguientes:

—_

U O —
w b~ O

1 4
a) b)
. 0 -1 .
Para la matriz A = (1 0), calcula A*®y A%, Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la

. fa O
matriz .

2
4
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2.

13

14,

M 15

M 16.

Hi7.

M 8.

M 9.

. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las siguientes matrices:

' -10 1 1 2 -1 ;;_12;
a)<34> by | 12 2 o3 -2 1 d) D12
211 4 0 2 -
3 2 1 2
Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
94 1 9 > -11 2 2 -10
a)<20> b) <34> Q) <48> d| 10 3 e)[3 1 2
4 11 4 0 1
Resuelve la ecuacion matricial A - X =B - X + C, siendo:
A -1 2 5 —3 1 c- 0
-2 0 1 2 -1
. 12 31
Dadas las matrices A = y B= , calcula (AB)ty (AB)™.
10 23
Sea B = (bj) una matriz cuadrada de orden 3 tal que:
by=(i-j) (1)* con j#2y b;=15sij=2
Encuentra la matriz B y resuelve la ecuacion X - B = 3B.
Calcula el rango de las siguientes matrices:
C® 0 2 1 2 1 -1 013
A=<21O> B=(1 0 -1 C=(15 1 D=(2 2 1
0 4 2 36 1 2 47

a) Escribe tres matrices de dimensién 3 x 3 que tengan, respectivamente, rango 3, 2y 1.

b) Escribe tres matrices 3 x 2 que tengan, respectivamente, rango 1, 2 y 3.

Sean X, Y, Z tres matrices tales que es posible efectuar Zt — XY. ¢Es posible efectuar (Y - 2)t + X?

Una pizzeria hace tres tipos de pizza, calidad extra, calidad superior y calidad normal. Emplea en cada una de ellas 150 g
de masa, 200 g de ingredientes y 250 g de queso; 200 g de masa, 200 g de ingredientes y 200 g de queso; 250 g de
masa, 150 g de ingredientes y 100 g de queso, respectivamente a las calidades extra, superior y normal.

a) ¢Qué cantidad de masa, ingredientes y queso necesita la pizzerfa para hacer 100 pizzas de calidad extra, 120 de cali-
dad superior y 200 de calidad normal?

b) Sabiendo que el kilo de masa vale a 1,5 euros, el de ingredientes a 3 euros y el de queso a 2,75 euros, ;a como vale
cada pizza?
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

0 -1-2 100
M 20. Dadas las matrices A=[-1 0 -2 ) /={0 1 0 |, determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (A — k/)?
sea la matriz nula. 1 1 3 00 1

M 21. Resuelve la ecuacién matricial B(2A + /) = AXA + B, siendo

3-2 -1 1-12
A=|-4 1 -1 y B=|-101
2 0 1 0-11

O - N
w O -

1
W 22. Obtén la matriz inversa de A + A?, siendo A=| 0
2

. 1 . . 2
W 23. Dada la matriz A =<§ 2>, construye la matriz Y = 3A%A - 2/, y resuelve la ecuacion AX :<O ?)

011 100
M 24. Prueba que A2-A-2/=0, siendo A=|1 0 1],/=(0 1 0 |. Calcula A" utilizando la igualdad anterior o de
cualquier otra forma. 110 0 0 1

W 25. Una fabrica decide distribuir sus excedentes en tres productos alimenticios A, By C a cuatro paises de Africa P;, P,, P;
y P, seguin se muestra en la matriz M (cantidades en toneladas). La fabrica ha recibido presupuestos de dos empresas de
transporte E, y E,, como indica la matriz T (en euros por tonelada).

A B C
P /200 100 120 PP P P
y_ B[ 110 130 200 . E1<500 450 375 350)
P, | 220 200 100 E,\ 510 400 400 350
P, \ 150 160 150

Efectta el producto de ambas matrices y responde:

a) ¢Qué representa el elemento a,, de la matriz producto? ; Qué elementos de esta matriz nos indican lo que nos cues-
ta transportar el producto C con la empresa E,?

b) Indica qué elementos de esa matriz te permiten decidir la empresa que resulta mas barata.

M 26. Sea A una matriz cuadrada de orden n, tal que A% = A, / la matriz unidad de orden ny B = 2A — /. Calcula B2.

W 27. Calcula la matriz B-'A2B, siendo A = = U y B= w2 .
0 -3 34

. : 1 -1
M 28. Halla todas las matrices que conmuten con la matriz: X = (2 3).



Matrices 31

AUTOEVALUACION

H 1

. Dadas las matrices A = 1o , B= =23 y C=
-1 2 05

. Dada la matriz A = (;

. La solucién de la ecuacion A - X + B = C, siendo A:<3 2), B=<2 O) y C=

. El'rango de la matriz

La matriz A = (a;) de dimensién 2 x 3 cuyos elementos verifican a; = (i — j)? es:

a)(018> b)(1—12) C)(O—1—8>
-10 1 -110 1 0 -1
2 -1
3 -2

), el resultado de operar 2A + 3B — 4C es:
12 -13
@)
14 =27
0 -7 7
=13 17

-34 45
@}
—45 109

a) -12 13 b) 12 13
-14 27 14 27

. Para las matrices de la actividad anterior, el resultado de operar AB — BC es:

(7 _7>
a)
13 =17

b)(7 7)
13 17
02

0), el resultado de (A - A!)? es:

b) 34 45
45 109

34 - 45
a)
45 109

. Los valores de x e y que satisfacen 30} (0 = 0 -3 son:
4 x 4 -2

4 2
a) x=-1, y=1 b) x=1; y=-1 Q0 x=0; y=0
. 0 -1 a 2
. Los valores de a y b para que las matrices @ y 5 conmuten son:
a)a=2, b=2 b)a=2; b=-2 C)a=-2, b=2
: . . 8 -2 5 -1
. La matriz A que verifica el sistema 2A + 3B = ; A+2B= es:
-9 9 -6 5
a)—11 b)1—1 C)10
30 0 3 -13
: : 0 1
. La potencia A%’ de la matriz A = @ es:
a) -A b) -/ Q) A

11 13

1 -2 =11
a) (_1 2) c)(2_2>

1 -1
b
(273)
2-135

4 -2 5 3| es:
-2 1-19

a) 1 b) 2



